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INTRODUCTION

Ce document est un support de cours. Ce n’est pas un livre de cours. Tout étudiant en sa
posséssion doit obligatoirement suivre le cours fait par l’enseignant. Le support facilite sim-
plement la compréhension du cours qu’expose l’enseignant et ne peut jamais remplacer les
explications de ce dernier. Comme tout document, il est muet. Certaines évidences qui sont &
I'intérieur peuvent étre des difficultés pour les étudiants. Ce document est destiné aux étudiants
du niveau 3, cycle Ingénieur. Il est cependant utile pour les étudiants de la filiere Mathématique
ainsi qu’a toute personne s’intéréssant aux transformées intégrales et équations aux dérivées

partielles (E.D.P).

OBJECTIFS :

Familiariser les étudiants aux notions de transformées de Fourier et de Laplace ainsi qu’aux
Equations aux Dérivées Partielles (E.D.P). Leur montrer I'importance des E.D.P, les différentes

types d’E.D.P et leur donner quelques méthodes de résolution de certaines classes d’E.D.P.



CHAPITRE UN

TRANSFORMEE DE FOURIER ET
DE LAPLACE

Il a été étudié au niveau 2, la représentation en série de Fourier d’une fonction périodique i.e
en une supperposition de fonctions sinusoidales. Il est cependant souhaitable d’obtenir de t’elle
représentation pour des fonctions définies sur un intervalle infini et n’ayant aucune périodicité
particuliére. une telle représentation est appelée transformée de Fourier, et appartient & une
classe de représentation appelée transformées intégrales et dans laquelle on compte aussi la
transformée de Laplace et la transformée en Z.

La transformée de Fourier peut donc étre considérée comme une généralisation de la repré-
sentation en série de Fourier des fonctions périodiques. La seule condition que devra remplir
une fonction f pour admettre une transformée de Fourier est que fj;o |f(t)|dt < +o0.

Dans ce chapitre, nous étudions dans un premier temps La transformée de Fourier et

dans un second temps la transformée de Laplace.

1.1 TRANSFORMEE DE FOURIER

1.1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1. On désigne par L1(R) I’ensemble des fonctions f définies de R dans R, conti-

nues presque partout et telle que :

/ |f(t)]dt < +o0:
R
LY(R) est souvent appelé espace des signaux stables.

Exemple 1.1.

1. Les fonctions f:t —s e et g:t — ﬁ sont des éléments de L'(R).

t

2. La fonction h: t — e™" n’appartient pas a L'(R).



1.1 TRANSFORMEE DE FOURIER

Proposition 1.1. Si L(R), alors on a :

lim f(t)= lim f(t)=0.

t——o00 t—-+o0

Définition 1.2. Soit f € LY(R).

On appelle transformée de Fourier de f, la fonction notée F(f) ou encore f définie de R

dans C par : X
F)s) = fo) = [ e,

o0

Remarque 1.1.

1. L’application F : f — F(f) est appelée transformation de Fourier.

2. Vs €R, |e 2™t f(t)| = | f(t)|, donc la fonction F(f) est définie et bornée sur R.

On admettra que F(f) est continue sur R.

3. La courbe d’équation y(s) = |F(f)(s)| est appelée spectre de f.

On démontre que lim |F(f)(s)| =0.
|s]—+o0

Propriété 1.1.

1. Si f est paire, alors
+0o0

F(f)(s) = f(t) cos(2mst)dt .

0

2. Si f est impaire, alors

“+oo

F(f)(s) = -2 F(t)sin(2mst)dt .

0

Exemple 1.2. 1. Signal "porte”

La fonction porte est la fonction notée 11 définie par :

() =1 sit € |—a, a
, a>0
II(t) =0 sinon

sin(2mas) si s 7& 0
F(I) : s — e
2a st mon
F(IT) est prolongeable par continuité en 0.

La fonction F(II) est appelée "sinus cardinal”.

2. Soit a > 0. Déterminer la transformée de Fourier de la fonction f:t+— e

—alt|

Support de cours.
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1.1 TRANSFORMEE DE FOURIER 4

1.1.2 Propriétés de la transformation de Fourier
Linéarité
Soient f et g deux fonctions de £}(R) et A, u deux nombres complexes. Alors
FAf +ng) = FAf) + Flug) .-
On dit que F est une transformation linéaire.

Reégle de multiplication par ¢

Soit la f : R — R une fonction.

Si la fonction h : t — ¢ f(t) appartiennent a £'(R), alors :

d
%‘F(f) c s — =2imF(h)(s)
Autrement dit
1 d

Transformée d’une dérivée

Si f est dérivable, appartient a L}(R) et si % appartient & £1(R) alors on a :

F(LY -5 2ims ()9

Cette propriété peut-étre prolongée aux dérivées d’ordre supérieur :
F(f")(s) = 2imsF(f)(s) = —4n?s*F(f)(s),
et en générale on a pour tout n € N* :

F(f™)(s) = (2ims)"F(f)(s).

Image d’une translatée (formule du retard si a > 0)

Soit a € R. On pose
thR, Taf(t):f(t_a)7

7.f est la translatée de f ou le signal f "retardé" de a (si @ > 0). On a :

F(1af) 1 8 — e TS F(f)(s).

Support de cours. Dr Kenmogne ©ENSPD 2024



1.1 TRANSFORMEE DE FOURIER 5

Multiplication exponentielle

Soit a € C. Si la fonction g : t — %™ f(t) appartiennent a £'(R), alors :

f(g):st—>f(f)(s+;%>

Changement d’échelle

Soit w € R*. Si la fonction u : ¢ — f(wt) appartiennent a £L'(R), alors :

Conjugaison

Vi€ LAR), F(f)(s)=F(f)(~s).

1.1.3 Produit de convolution

Définition 1.3. Soient f et g deux fonctions numériques de la variable réelle.
On appelle produit de convolution, la fonction notée f * g définie (sous réserve d’ezistence)

par :
+o0

(f*9)(t) = F(a)g(t — x)dz.

La fonction f % g est appelée convoluée des fonctions f et g.

Proposition 1.2. (Propriétés du produit de convolution)

1. Si f,g € LYR), alors f*g € LYR). En d’autres termes, si f et g sont deux signauz

stables alors f * g est un signal stable.
2. Le produit de convolution est une opération commutative, c’est-a-dire f g = gx* f.
3. Le produit de convolution est une opération associative, c’est-a-dire f+(gxh) = (f*g)*f.

4. Le produit de convolution est une opération distributive par rapport a l'addition, c’est-a-
dire fx(g+h)=f*xg+ f*h.

5. Sif,g€ LYR) et sif (oug) est dérivable, alors f*g est dérivable et (fxg)' = f'xg = fxg .

Support de cours. Dr Kenmogne ©ENSPD 2024



1.1 TRANSFORMEE DE FOURIER 6

1.1.4 Transformée de Fourier et produit de convolution

Théoréme 1.1. (Théoréme de convolution)

Soient f et g deuz fonctions de L'(R), alors on a :

F(f*g)=F(f) x Flg)

De plus si fg € LY(R), alors
F(fg)=F(f)=F(g).

Théoréme 1.2. (Formule de Parseval)
Soit f,g € LYR), alors :
+o0 +o00

f(x)g(x)de = F () (s)F(g)(s)ds .

—00

En particulier, st f = g, alors on a la formule :

[ iswrar= [ Ee s,

o0 o0

1.1.5 Transformée de Fourier inverse
Définition 1.4. Soit f € LY(R).
On appelle transformée de Fourier inverse ou (conjuguée) de f, la fonction définie par

Fs) = [ e

o0

On admet le théoréme suivant :

Théoréme 1.3. (Formule d’inversion)

Soit f € LY(R) telle que F(f) € LY(R), alors on a :

F(FH)@) =5 [fE) + £07)].

N —

ou f(tT) et f(t7) représentent les limites & gauche et & droite en t de f respectivement.

Si f est continue en t, alors on a :

Ainsi on peut écrire :

Fs) = [ el s 10 = [ e E) s

o0 —00

Support de cours. Dr Kenmogne ©ENSPD 2024



1.1 TRANSFORMEE DE FOURIER 7

Autres définitions de la transformée de Fourier

Il peut étre intéréssant dans certains cas d’obtenir le spectre de f en fonction d’une pulsation

plutét que d’une fréquence. Dans ce cas la transformée de Fourier de f € L}(R) par :

+o0o
fmwz/ e () dt

o0

et la transformée de Fourier inverse s’écrit alors :

2T

F6) = 5 [ e pe

On peut aussi adopter une formulation plus symétrique :

+ooit
F(f)(w) = ¢%/ F(0)de

et
P == | e

1.1.6 TD sur la transformée de Fourier

—at?

Exercice 1.1. Soit a > 0 et f la fonction définie sur R par f(t) = e
1. Montrer que F(f \/_6 = (On rappelle que fj;o e dt = /)

e 202,

2. On définit pour tout o > 0, f,(t) =

oV 21

a) Déterminer la transformée de Fourier de f,.
b) Montrer que fy, * fr, = f\/m

Exercice 1.2. 1. Soit a > 0. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f :t —

ﬁ. (On pourra utiliser la transformée de Fourier inverse de la fonction t —s e~

2. Soient a,b € R tels que 0 < a < b. On considére [’équation intégrale

/ 9@ 1
r (x—1)2+a? 2+ b2

a) Ecrire cette équation sous forme d’une équation de convolution.

b) Déterminer F(g) et en déduire g.

Exercice 1.3. On cherche une fonction f intégrable et solution de l’équation différentielle

_y// +y _ 6—2|:c\

Support de cours. Dr Kenmogne ©ENSPD 2024



1.1 TRANSFORMEE DE FOURIER 8

1. Montrer que si f vérifie cette équation alors

4 1 1
F(h)s) = g(l + 47282 4+ 47r232)

2. En déduire f.

Exercice 1.4. 1. En utilisant la transformée de Fourier de la fonction f : t — e It
montrer que pour tout réel x, f_Jr;o Ci’iﬁ dt = we~ 1l
. . . si|t] <1
2. Trouver la transformée de Fourier de la fonction f définie par f(z) =
0 stnon

3. Déterminer la convolution de f par elle méme et en déduire sans une autre intégration

sa transformée de Fourier.

4. Déduire que f+oo sin” S Ydw =7 et f+oo sin’ MY dw = %’r

. , 1 si|t|<a
Exercice 1.5. Soit f :t —> ,a>0.
0 sinon
T stz <a
1. Montrer que fj;o Mdt = I silz[=a -
0 silz]>a

+00 sin( dt J = f+OO sin(3t) cos(2t) dt

2. En déduire la valeur de chacune des intégrales : I = [~ - .

) _ _ . 1—2% silz| <1
Exercice 1.6. Soit [ la fonction définie par : f(x) =

0 si |z >1
1. Déterminer la transformée de Fourier de f.
2. En dédwire la valeur de l'intégrale I = 0+°° “(’Siﬁ cos (%)dw

Exercice 1.7. (Equation de la chaleur)
On considére l’équation de la chaleur en une dimension pour une fonction u(x,t) ot x € R et
teRy.
9 (z,t) — (gf; (z,t) =0
u(z,0) = up(x)

Cette équation modélise I’évolution de la chaleur sur un fil de longueur infinie. La quantité

u(z,t) représente la température du fil a l'abscisse x et au temps t.

1. On considére que pour tout temps t, la fonction x — u(x,t) est intégrable et on pose

u(z,t) sa transformée de Fourier. Montrer que 4 vérifie [’équation :

ot

5 —(s,t) + 4n*s*u(s,t) = 0

Support de cours. Dr Kenmogne ©ENSPD 2024



1.1 TRANSFORMEE DE FOURIER 9

—4m2s2t

2. En déduire que U(s,t) = Uo(s)e

—4n?s

3. On pose g(s,t) =e *t. Montrer que :

u(z,t) = up(x) x g(z,t)

4. En déduire que u(x,t) = \/i—m fj;o e Tug(z — y)dy.

Support de cours. Dr Kenmogne ©ENSPD 2024



1.2 TRANSFORMEE DE LAPLACE 10

1.2 TRANSFORMEE DE LAPLACE

1.2.1 Définitions

Définition 1.5. (Fonction causale et fonction de Heaviside)
1. Une fonction f, définie sur R est dite causale si : Pour tout t <0, f(t) = 0.

2. On appelle fonction échelon unité ou fonction de Heaviside, la fonction notée Y ou
Y()=0 sit<0
Y(t)=1 si t<0

U définie par :

Remarque 1.2. Pour transformer une fonction g définie sur R en une fonction causale f
prenant les mémes valeurs sur [0, +oo[, on la multiplie par la fonction échelon unité : C’est-a-

dire f(t) =Y (t)g(t) pour tout t € R.

Définition 1.6. (Transformée de Laplace)
Soit f: R — C une fonction de la variable réelle.

On appelle transformée de Laplace de la fonction f, notée L(f), la fonction définie par :

£ = [ e (1)

pour z = x + iy € C, quand ["intégrale du second membre est absolument convergente, c’est d

dire quand l’intégrale 0+°° e | f(t)|dt converge.

Remarque 1.3. 1. On dit qu’une fonction f est a croissance au plus exponentielle, d’ordre
inférieur ou égal & a € R, sl existe une constante C > 0 (dépendant de f) telles que

|f(t)] < Ce™, pour tout t >ty (& noter que a peut étre négatif).

2. La transformation de Laplace ne fait intervenir que les valeurs f(t) de la fonction pour
t > to. Les fonctions f et Y f (ou'Y est la fonction de Heaviside) ont, par définition,
mémes transformées de Laplace.

De méme, deux fonctions f et g qui sont égales sur Ry ont méme transformée de Laplace.

Théoréme 1.4.
Soit f une fonction continue par morceauz et soit a € R tel que ['intégrale 0+OO e | f(¢)|dt

converge. Alors :
1. Pour tout x > a, l'intégrale f0+°° e ™ f(t)|dt converge
2. Il existe un nombre py € [—o0, a] (appelé abscisse de convergence de la transformée de

Laplace de la fonction f) tel que l'intégrale 0+OO e~ f(t)|dt converge pour x > po et

diverge pour x < pg ;

Support de cours. Dr Kenmogne ©ENSPD 2024



1.2 TRANSFORMEE DE LAPLACE 11

3. La transformée de Laplace L(f) de la fonction f existe dans le demi-plan
{z € C|Re(z) > po}

t

Exemple 1.3. 1. Pour la fonction f : t — e, Uabscisse de convergence est py = —oo et

la transformée de Laplace de f existe pour tout z € C;

2. Pour la fonction f :t —— e’ Uabscisse de convergence est pg = +oo. La fonction f

n’admet pas de transformée de Laplace ;

3. Pour une fonction bornée, ou bien pour une fonction de L', l’abscisse de convergence est

négative ou nulle.

4. Pour une fonction a croissance au plus exponentielle d’ordre o en +o0o, l'abscisse de

convergence est inférieure ou €gale a a.

Remarque 1.4. Dans le langage du calcul opérationnel, la fonction [ a laquelle on applique la
transformation de Laplace s’appelle l'original et sa transformée de Laplace F' = L(f) s’appelle

[tmage ou le signal.

1.2.2 Propriétés
Linéarité

Soit f; (respectivement f5) une fonction dont la transformée de Laplace L£(f1) (respecti-
vement L£(f2)) admet pour abscisse de convergence a; ( respectivement as). Alors, pour tous
A1, Ag € C, la fonction Ay f1 + Ao fo admet une transformée de Laplace d’abscisse de convergence
a < max{aj,as} et

L(OAfi + Aaf2)(p) = ML(f1)(p) + A L(f2)(p) -

Changement d’échelle

Soit f une fonction dont la transformée de Laplace admet pour abscisse de convergence
le nombre a. Alors, pour tout a > 0, la fonction f, : t — f(at) admet une transformée de

Laplace d’abscisse de convergence le nombre \a et

£(a)) = L))

Support de cours. Dr Kenmogne ©ENSPD 2024
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Modulation

Soit f une fonction dont la transformée de Laplace admet pour abscisse de convergence le
nombre a. Pour tout o € C, la fonction g, : t — e f(¢) admet une transformée de Laplace

d’abscisse de convergence a + R.(«) et
L(90)(p) = L{f)(p — @)

Translation

Soit f une fonction dont la transformée de Laplace admet pour abscisse de convergence le
nombre a. Pour tout b > 0, la fonction h; : ¢t — Y (¢t — b) f(t — b) admet une transformée de

Laplace d’abscisse de convergence a et on a :
L(hy)(p) = e~ L(f)(p) -

Analyticité

Soit f une fonction dont la transformée de Laplace L(f) admet pour abscisse de convergence
a. Alors la fonction L£(f) est analytique dans le demi-plan {z € C|R.(z) > a} et ses dérivées
successives sont données par les formules :

d"L(f)
dp™

(p) = L(t — (=)"f (1)) (p).-

Support de cours. Dr Kenmogne ©ENSPD 2024
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1.2.3 Transformée de Laplace des fonctions usuelles

f(#) L(f)(p) D)
1 ]13 p>0
t"(n € N) e p>0
e (a € C) zﬁ Re(p) > Re(a)
sinbt (b € R) p2—(|)—b2 p>0
cosbt (b € R) zﬁ p>0
t"e" (n €N, a € C) W Re(p) > Re(a)
sinhat (a € R) T p > |a
coshat (a € R) e p > |a|
e cosbt (a € C, b € R) oz | Re(p) > Re(a)
Vit 31/ p>0
\/% \/% p>0

1.2.4 Transformée de Laplace inverse

Définition 1.7. Si L(f) = F représente la transformée de Laplace d’une fonction f, alors f

représente la transformée de Laplace inverse de L(f) et nous notons f(t) = L71(F)(s).

Remarque 1.5. Contrairement auz transformées de Fourier, l'inversion des transformées de
Laplace n’est pas chose aisée. En effet, la formule donnant f(t), étant donné F(f)(s) n'est
pas facilement dérivable de (1.1). La méthode générale pour obtenir la transformée de Laplace
mverse fait usage de la théorie des variables complexes. Pour la détermination de [’original

d’une transformée de Laplace, on peut utiliser le résultat suivant :

Théoréme 1.5. Soit f dont la Trasformée de Laplace L(f) est connue. Alors f peut étre

déterminer par la formule :

m%=LﬁMﬁ@W@,

C2mi

ot C est un contour fermé orienté dans le sens direct.

Support de cours. Dr Kenmogne ©ENSPD 2024
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En particulier, si nous choisissons comme contour fermé C' un contour qui entoure tous les

poles p; de L(f), nous pouvons alors écrire
F&) =D Res(L(f)(p)e”,p:) .
pi
Et pour un pole de multiplicité n, le résidu se calcule par :

lim [(p — p:)"L(f)(p)e"] "

Res(L(f)e", p;) = (n— 1) rom

Exemple 1.4. Déterminer l'original des transformée suivantes :

1 1 . :p2+1
p-ap=b W= @ B0 =50

Remarque 1.6. Cependant, le tableau ci-dessus donnant la transformée de Laplace des fonc-

Fi(p) =

tions usuelles permet de déterminer la transformée de Laplace inverse d’une fonction usuelle,

en efectuant un certains nombre de décomposition.

Exemple 1.5. Déterminer ['original de :

1. Fy(p) = ke

3
2. F2(p) = 52&%&3%

Théoréme 1.6. La transformation de Laplace inverse L' est une transformation linéaire.

1.2.5 Transformée de Laplace d’une dérivée

L’un des buts de ce chapitre est d’utiliser les transformées de Laplace pour résoudre les
équations différentielles.
Soit f une fonction admettant une transformée de Laplace et telle que sa dérivée f’ soit continue

sur [0, +o00[, alors pour tout ¢ > 0
—+00
irw)y = [ err
0

= [e P fO))F* +p /0 o e P f(t)dt
= —f(0) +pL{f(t)}

done L{f'(t)} = pF(p) — f(0).
De méme, L{f"(t)} = p*F(p) — pf(0) — f'(0), L{f"(t)} = p’F(p) —p*f(0) — pf'(0) — f"(0),
Théoréme 1.7. si f, f',---, f™Y sont continues sur [0, 4+o0| et sont d’ordre exponentiels et

St f(”) est continues par morceaux sur [0,400|, alors

L") () =p"F(p) —p"  f(0) = p" 2 f(0) = -+ = fO7D(0) = p"F(p) = ) p" " f*0),

3
—_

b
I

ot F(p) = L(f)(t).
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1.2.6 Transformée de Laplace d’une primitive

Soit f une fonction causale et soit ¢ sa primitive qui s’annule en 0 c’est-a-dire
o(t) = fot f(s)ds. Alors
1
L(9)(p) = ]—?ﬁ(f)(p) , p#0

1.2.7 Transformée de Laplace et produit de convolution

Théoréme 1.8. Théoréme de convolution
Soient f et g deux fonctions dont les transformées de Laplace L(f) et L(g) ont des abscisses
de convergences respectifs a et b. Alors f x g admet une transformée de Laplace dont l’abscisse

de convergence est inférieure ou égale & max{a,,b} et on a la formule :

L(fxg)p) = L(f)(p) L(g)(p) = F(p)G(p).

Remarque 1.7. Si f est une fonction causale, continue par morceaux et d’ordre exponentiel,

alors

Fra = | Foglt = r)dr

1.2.8 Relation entre la transformée de Laplace et transformée de Fou-
rier
Soit f € LY(R). On définit les fonctions f* et f~ par :
f(t)=0 sit<0 ot f~(t)=0 sit<0
FH) = f(t) sit>0 () = f(—t) sit>0
Exercice 1.8. On considére la fonction f :t+— 1 —t3.

Représenter le graphe de f, fT et f~.
Théoréme 1.9. Soit f € L}(R). Alors :
Vs e R, F(f)(s) = L(f1)(2ims) + L(f)(—2ims)

En d’autres termes, la transformée de Fourier de f en s est égale a la somme de la transformée

de Laplace de f+ en 2ims et de la transformée de Laplace de f~ en —2irs.

Exemple 1.6. En utilisant le théoréme ci-dessus, déterminer la tansformer de Fourier des

fonctions f et g définies par :

ty=1-1t| si|t|<1
) = e ot 9() Hosi =1

g(t) =0 si non
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1.3 APPLICATIONS DE LA TRANSFORMEE DE LA-
PLACE

1.3.1 Résolution des équations différentielles linéaires

On consideére léquation différentielle :

any™ + a1y + - ary + agy = g(t)

(1.2)
y(0) = yo, ¥'(0) = y1, -+, y"D(0) = yns

ou les a; et les y;, © = 0, - -+, n sont des constantes. Par la propriété de linéarité, la transfor-
mée de Laplace de cette combinaison linéaire est une combinaison linéaire de transformée de

Laplace :

anL(yY™)(P) + an1 Ly N (p) + -+ a1 LY)(p) + aoL(y) = L(g)(p) (1.3)

Le systéme (1.2) devient alors :

an[p"Y (p)—p" Y (0)= =Y "D (0)]+a, 1 [p" Y (p)—p" Y (0)— - =Y "D (0)]+a0Y (p) = G(p)
(1.4)
ou L(y)(p) =Y (p) et L(g)(p) = G(p).
Léquation linéaire devient alors une équation algébrique en Y (p).
On résoud alors I’équation (1.4) pour obtenir Y(p) et on obtient la solution de l’équation

différentielle (1.2) en prenant la transformée inverse y(t) = L7 (Y)(p).

Exemple 1.7. Résoudre ’équation différentielle :

Yy —y — 2y = 2Tte™!

y(0)=-1,4'(0)=1
1.3.2 Reésolution des systémes différentiels linéaires

On considére léquation différentiel :

¢

Y1 = a11y1 + Q12Ye + - - + arnyn + f1(t)

yé = a21Y1 + a2y2 + - - + A2pYy + f2<t>
. (1.5)

y,/l = Ap1Y1 + Ap2Ys + - - + QupYp + fn(t)

y1(0) =y, ¥2(0) =43, - -+, yn(0) = 4

\

Support de cours. Dr Kenmogne ©ENSPD 2024



1.3 APPLICATIONS DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE 17

ot les a;; et les yi, i =0, - -+, n sont des constantes.

Par la propriété de linéarité, la transformée de Laplace de ce systéme différentiel linéaire conduit
a un systéme algébrique linéaire de de n équations a n inconnues Y;(p), ¢ = 0, --- , n avec
Yi(p) = L(yi)(p)-

Apreés résolution de ce systéme algébrique, on prend la transformée de Laplace inverse pour

avoir les fonctions y; constituants la solution du systéme différentiel.

Exemple 1.8. Résoudre le systéme différentiel :

ul

t) = u(t) + 4v(t)
V() = 2u(t) + 3v(t)

u(0) =1, v(0) =0

(
(

1.3.3 Equations intégrales

Il est question ici de résoudre les équations dont I'inconnue figure sous le signe [ par exemple

I’équation intégrale de Volterra qui s’écrit :

f(t) )+ fo h(t — T)dr

ou g et h sont connues.
Par application du théoréme de convolution a cette équation intégrale, on obtient une équation

algébrique d’inconnue F(p) de la forme

F(p) =G(p) + F(p)H(p)

ou F, G et H représentent les transformées de Laplace des fonctions f, g et h respectivement.
La résolution de cette équation algébrique permet d’obtenir F(p) et il ne restera plus qu’a

prendre la transformée inverse de Laplace pour avoir la fonction f solution de I’équation inté-

grale.

Exemple 1.9. Résoudre l’équation intégrale f(t) fo Je'~Tdr + tet

Solution 1.1. En appliquant la Transformée de Laplace, on obtient F(p) = F(p) X ﬁ + ﬁ.
Ce qui donne apres résolution F(p) = m = jﬁ — p%l

En prenant la transformée inverse de Laplace, on obtient la solution :

f it —se¥ ¢l
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CHAPITRE DEUX

GENERALITES SUR LES
EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES

2.1 Introduction

De nombreuses phénomeémes de la vie peuvent étre décrits par une fonction. Par exemple le
déplacement d’un mobile dans l'espace peut étre défini par une fonction u(x,y, z) ou (z,y, z)
correspondent aux différents position de ’espace occupée par le mobile tracant ainsi sa tra-
jectoire. Si 'on suit I’évolution de ce mobile dans le temps, alors la fonction qui modélise ce
déplacement sera une fonction du temps ¢ et de la position (z,vy,2) i.e u(t,z,y, z). La déri-
vée (opération mathématiques) de la fonction u a une signification concréte : elle donne la
vitesse vitesse du mobile et si 'on dérive le résultat obtenu pour la vitesse, on connait alors
I’accéleration du mobile.

Les dérivées sont donc des outils mathématiques utiles dans la quantification de ce que nous
observons tous les jours. Il peut étre dans certains cas intéressant de s’attacher aux relations
qui peuvent apparaitre entre ces différentes dérivées (dérivées partielles); on obtient alors des
équations aux dérivées partielles (E.D.P).

On distingue les E.D.P linéaires et celles non linéaires. Les premiéres décrivent de trés nom-
breux problémes issus des sciences physiques (physique quantique, électromagnétisme, conducti-
vité thermique,...), de la mécanique (mécanique des fluides, mécanique des solides, élasticité,...),
de la chimie, biologie (dynamique des populations) et méme de la finance. Pour ce qui est des
E.D.P non linéaires, elles peuvent modéliser de nombreux problémes de la physique. En effet
la pluspart des phénomeémes de la physique et des sciences de I'ingénieur sont non linéaires et
une modélisation par des équations linéaires risque dans certains cas, d’effacer des événements

que les équations linéaires ne peuvent pas prendre en compte.

18
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Il est question pour nous, de présenter de maniére sommaire la notion d’E.D.P, les différents

types d’E.D.P et de décrire quelques méthodes de résolution.

2.2 Définitions et exemples

Définition 2.1. Une équation aux dérivées partielles (E.D.P) est une équation mathématique
contenant en plus d’une varitable dépendante u et des variables indépendantes xq,--- ,x,, une
ou plusieurs dérivées partielles de u.

Sa forme générale est :

2
ou ou  O0%u > ~0 (2.1)

F(l’ll‘Q"‘ € —_— e -
Y I el (3] 6$17 7axn7 axla‘r]?

ou F' est une fonction numérique de plusieurs variables.

Définition 2.2. L’ordre d’une EDP est [’ordre de la dérivée partielle le plus élevé apparaissant

dans ’équation.

Exemple 2.1.

1. zy2% — zev% = 222 Inx est une EDP d’ordre 1.
ox dy

2. (z+y) (gi& — yay@gx) = —4 est une EDP d’ordre 3.

Définition 2.3. Une solution de I’EDP (2.1) est une fonction u de n variables x1, s, -+ ,Tp
définie sur un domaine D de R™ dont les dérivées partielles apparaissant dans I’équation existent
dans le domaine D et qui est telle qu’apres avoir substitué cette fonction et ses dérivées partielles

dans ’équation (2.1), celle ci soit satisfaite.
Remarque 2.1. 1. En générale une EDP peut avoir une infinité de solutions et qui sont
sous des formes tres différentes comme nous ne voyons dans les exemples ci-dessus.

2. Il n’existe pas une méthode universelle pour résoudre toutes les EDP. Nous présenterons

aux chapitres suivants, quelques méthodes de résolutions.

Exemple 2.2. considérons les EDP : (E) : —(gigg + 83;_8?; =0 et (By): 22 (gi’l)jz =2 (327;2

1. Soit f: (z,y) — (x —y)>.

2

g =3 —y)? . e = —6(z —y)
2

=3 —y) Bz = 6(x —y)

Ona : (g?)‘z, + 6‘2251 =0 donc f est une solution de (E).
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2. Soit g : (x,y) — sin(x — y). g est-elle solution de (E;) ¢

3. Vérifier que h : (x,y) — cos(zy) est une solution de (E2).

Exemple 2.3. 1. Considérons I’EDP
ou
oy

En intégrant cette EDP par rapport a y, on a la solution :

1 (2.2)

u: (z,y) — y+ C(x)

avec C': R — R une fonction dérivable de la variable x.

2. Considérons ’EDP
Pu ;
(0x)%

En posant v = 0,u, on a O,v = x et en intégrant par rapport a x, on obtient :

(2.3)

w%w:§ﬁ+0@

On a donc O,u = %x2 + C(y) qui donne en intégrant une fois de plus par rapport a x :

u(e,y) = 55° + Cly)e + Diy)

On voit donc que toutes fonctions C' et D de la variable y, dérivables définissent une

solution de I’EDP (2.3).
3. Considérons ’EDP
0%u

E (2.4)

Fizons la variable x et posons v(y) = u(z,y), alors v vérifie :
V' —v=0

ce qui donne v(y) = Ae ¥ + BeY, A et B étant des constantes (relativement a y ).

Ainsi les solutions de 'EDP (2.4) est donnée par :
u(z,y) = A(x)e™¥ + B(x)e?.

A et B étant des fonctions dérivables de la variable x.

Support de cours. Dr Kenmogne ©ENSPD 2024



2.3 Notion de probléme bien posé 21

2.3 Notion de probléme bien posé

On constate des exemples ci-dessus, que la solution générale des EDP dépend d’une fonction
arbitraire pour le cas d’ordre 1 et de deux fonctions arbitraires pour le cas d’ordre 2, cela
contrairement & une constante ou a deux constantes pour le cas des EDO. On retiendra tout
simplement que I’ensemble des solutions d’une EDP peut étre difficile a décire. Ce pendant,
lorsqu’une EDP modélise un phénoméne du monde réel, les solutions intéréssantes sont celles
qui vérifient certaines conditions supplémentaires.

Par exemple, si on cherche & décrire les vibrations verticales d’une corde de longueur L,
tendue entre deux points fixes A et B et si on note u(t, z) la hauteur a l'instant ¢ du point de
la corde placé a la distance = de A, il est clair que les seules fonctions u(t, x) intéréssantes sont
cellles pour lesquelles :

Vi, u(t,A) =u(t,B)=0.

Ce type de condition s’appelle condition au bord.
En générale, les conditions les plus souvent imposées a une solution u d’'une EDP sur le

domaine €2 sont :
- Les conditions initiales : c’est-a-dire que l'on connait I'état du systéme que l'on veut
décrire & 'aide d’une EDP & l'instant initial ¢ = ¢.
u(ty,x) = @(x) pour EDP d'ordre 1
u(to, z) = ¢(x)
ou
E(tm ZL’) = ¢<~T>

- Les conditions aux bords : c’est-a-dire que I'on connait la valeur de u et/ou de d7u sur

le bord

pour les EDP dordre 2

u est donnée sur le bord 0f2 Condition de Dirichlet

O=u est donnée sur le bord 052 Condition de Newmann

- Les conditions de régularité : Les solutions doivent étre suffisament différentiable, au

moins pour que ’équation ait un sens.

O7 étant la dérivée normale extérieur a la frontiére 9. Il est alors possible que le probléme

2

considéré "E.D.P + conditions physiques 7 admette une unique solution. Lorsque de plus la
solution dépend continuément des données physiques dans le sens ol une petite pertubation
des données physiques n’entraine qu’'une légére pertubation de la solution, alors on parle de

probléme bien posé.
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2.4 Classification des E.D.P

Notation 2.1. Dans la suite, nous noterons L un opérateur différentiel qui a toute fonction
suffisament différentiable u de n variables x1,x9,- -+ ,x, sur D C R", associe une autre fonction
Lu des variables x1,xo, -+ ,x, sur le méme domaine D.

Par exemple la relation Lu = (gj;)g + 12 (a v définie lopérateur L = ° € )2 + y2( e

Awvec cette notation, 'EDP (2.1) peut se mettre sous la forme
Lu=f (2.5)

ou f est une fonction donnée des variables xy,x9, -+ ,x,, L un opérateur et u une fonction

mconnue o déterminer.

2.4.1 Equations aux dérivées partielles linéaires

Définition 2.4. 1. Une EDP de la forme (2.5) est dite linéaire lorsque l'opérateur L est

linéaire. C’est-a-dire :
Vo,B € R, L(au+ fv) = alu+ BLv

2. Si en plus [ est identiquement nulle, alors on dit que 'EDP (2.5) est linéaire homogéne.

Dans le cas contraire on dit qu’elle est linéaire non homogeéne.

3. L’E.D.P (2.5) est dite non linéaire si elle n’est pas linéaire, c’est-a-dire que l'opérateur L

est elle associé est non linéaire.

Exemple 2.4. 1. L’équation
0%u 0%u

+ 2z —u = cos Ty

Y (0x)? Jyoz

est une EDP linéaire non homogéne.

En effet elle s’écrit sous la forme Lu = cosxy avec Lu = y( ) + 202 — .

Byaz
On vérifie facilement que L est linéaire.
2. L’équation
ou 0*u 0*u )
— o + 2u—— —
dy (0x)? Oyox
est une EDP non linéaire.

I _ _ Ou %*u_ 8%u 2
En effet elle s’écrit sous la forme Lu = x avec Lu = oy on2 T 2u8y8x u”.

On vérifie facilement que L n’est pas linéaire.
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Remarque 2.2. 1. La forme générale d’une E.D.P linéaire d’ordre 1 en dimension n est :

= 0
Zai(xl,--- ,xn)&g +b(xy, - xp)u = f(ay, -, 2y) (2.6)

1=1

ol a;, b et f sont des fonctions données.

Si les fonctions ay,--- ,a, et b sont toutes constantes, alors on dit que I’E.D.P (2.6) est
une E.D.P linéaire d’ordre 1 a coefficients constants.

NB : Dans le cas oun =2, (2.6) s’écrit :

ou ou
a(x,y)% + b(xay>a_y + c(x,y)u - d(ajay) :

2. La forme générale d’une E.D.P linéaire d’ordre 2 en dimension n est :

n n
i;am-(xl,-- (3x38x2+zz:bk Ty, Ty )5—;—1—0(11, rp)u = f(xy, -, xy)
(2.7)
ot a;j, 1,5 =1,---,n, by,--- by, c et f sont des fonctions données.
Si les fonctions a;j, i,7 = 1,--- ,n, by,--- b, et c sont toutes constantes, alors on dit

que ’équation (2.7) est une E.D.P linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.

NB : Dans le cas oun =2, (2.7) s’écrit :
9%u 0%y 0%y 0%y ou ou
a11($7y)w+a21($,y)m-mu(% y)%-mzz(xa y)w+b1($a y)%—i—bz(x,y)a—y—i—c(x,y)u = f(x,y)

Exemple 2.5. 1. (E): xg—;‘ + yg—Z + xyu = €**Y est une E.D.P linéaire d’ordre 1 a coeffi-
cients variables.

2. (Ey) : 38“ — 46" + 78“ + 5u = Inxy est une E.D.P linéaire d’ordre 1 a coefficients

constants.

3. (E3) : a — :L’y( )2 +yet g 9u 4 5u = zInaxy est une E.D.P linéaire du second ordre.

2.4.2 E.D.P quasi-linéaires et semi-linéaire

Définition 2.5.

1. Une EDP est dite quasi-linéaire lorsqu’elle est linéaire par rapport a l’ensemble de ses
dérivées d’ordre le plus élevé. En d’autres termes lorsque les fonctions coefficients des
dérivées de dégré le plus élevé ne dépendent que de la variable et des dérivées d’ordre

strictement inférieur.

e La forme générale des EDP quasi-linéaire d’ordre 1 en dimension n est :

n

0
Z a;(z,u) 85» +b(z,u) =0

i=1
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e La forme générale des EDP quasi-linéaire d’ordre 2 en dimension n est :

n

Z “ <x’u7 36_2:;> 3:22(;;]‘ * b<x’u’ 86_5) =0

ij=1

2. Une E.D.P est dite sémi-linéaire lorsqu’elle est quasi-linéaire et les fonctions coefficients

des dérivées d’ordre le plus élevé ne dépendent que des variables et mon de la fonction

mceconnue.

e La forme générale des E.D.P sémi-linéaires d’ordre 1 en dimension n est :

n

Zai(x)g—;i +b(x,u) =0.

i=1
e La forme générale des E.D.P sémi-linéaires d’ordre 2 en dimension 2 est :
i (2) D%u N b( 8u) 0
;i (T) ——— r,u,— | =0.
- J axzaxj 8@
i,5=1
Exemple 2.6.

e L'E.D.P
xu—aQu + @@ =
0xdy  Oxdy Y

est quasi-linéaire.
e L'E.D.P
0%u N Ou Ou
—_—— =
Oxdy Oz Jy 4

X

est sémi-linéaire.

Remarque 2.3. 1. Les E.D.P quasi-linéaires sont courantes en physique, d’ou leur impor-

tance.

2. L’une des choses qu’il faut noter avoir a l’esprit a propos des E.D.P, c’est qu’il n’est
en général pas question d’obtenir explicitement les solutions. Mais par contre la princi-
pale préocupations est de dire sl existe une ou plusieurs solutions et puis de déterminer

certaines propriétés de ces solutions.

2.4.3 Principe de supperposition

1. Siug,---,u, sont solutions de 'E.D.P linéaire Lu = 0, alors pour tous réels oy, - , a,,
oy + - -+ + opuy, est encore une solution de 'E.D.P Lu = 0.

2. Si uy est une solution de I'E.D.P Lu = f; et us est une solution de 'E.D.P Lu = f;, alors
U1 4 ug est une solution de 'E.D.P Lu = f| + f5.
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3. La solution générale d’'une E.D.P linéaire non homogéne Lu = f, (f # 0) est la somme
d’une solution particuliere de cette E.D.P et de la solution générale de I'E.D.P linéaire

homogene associée Lu = 0.

Corollaire 2.1. L’ensemble solution d’une E.D.P linéaire est un espace vectoriel.

2.4.4 Quelques E.D.P classiques

1. Equation de transport

Il s’agit en générale des E.D.P linéaire du premier ordre de la forme :

Gi(t, @) +alt,x) - Vu(t,z) = f(z), t>0, 2€QCR"
u(0,2) = g(x), refck

Cette équation permet de décrire entre autre :

- le transfert d’énergie dans un milieu naturel sous différentes formes (forme thermique,

rayonnement),

- la dynamique des particules en interaction avec la matiére (neutron dans un maté-

riau, photon dans ’atmosphére, électron dans un semi-conducteur).

2. Equation de la chaleur
Il s’agit de 'E.D.P qui décrit I’évolution de la température d’'un corps en fonction du
temps t et de la position x.
Considérons par exemple une barre de longueur L et on suppose qu’elle a la méme tempé-
rature & tous les endroits. On la place entre deux corps dont I'un chaud noté A et 'autre
froid noté B. La barre va s’échauffer et voir sa température u varier en fonction de sa

position z et du temps t. Cette évolution est décrite par I’'E.D.P du second ordre :

ou 0*u
E(t,x) - k@u(t,x) =0,te|0, L], ze QCR,

appelée équation de la chaleur en dimension 1+1, ou k£ = Cip, avec : A la conductivité
thermique, C' le coefficient de chaleur massique et p la masse volumique de la barre. Cette

équation est résolue avec les conditions :

i) Condition initiale : u(0,z) = f(z), v € Q C R,

i) Condition aux bords : u(t,0) = u(t,L) =0, t € [0, L]
En dimension 1 + n, I’équation de la chaleur s’écrit :

ou

E(t,x) — kAu(t,x) =0, t > [0, L], z € Q C R".
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3. Equation des ondes
Il s’agit d'une E.D.P qui permet de décrire les pertubations ou les vibrations qui se
propagent dans un milieu.
Considérons une corde tendue AB de longueur L qui forme & 1’équilibre un segment
de droite. On choisit un systéme de coordonnées ou la corde au repos coincide avec le
segment [0, L] de I'axe (0X). Un point matériel M situé en x lorsque la corde est au
repos, se déplace en M’ a l'instant t. L’onde est décrit par la fonction u(¢, x) qui donne

-
le déplacement MM’ de chaque point & chaque instant. La fonction u vérifie I’équation

0? 02
8_751;(t’$) - 028—£U(t,$) =0,te[0, L], z€ QCR,

appelée équation de la corde vibrante ou des ondes en dimension 1+1 ou C' désigne la
vitesse de propagation ou célérité des ondes. Cette équation est résolue avec les conditions :
i) Condition initiale : u(0,z) = f(z) et 24(0,z) = g(z), z € Q C R,
i) Condition aux bords : u(t,0) =wu(t,L) =0, t € [0, L].
En dimension 1 + n, I’équation des ondes s’écrit :

9%u

W(t’@ — C?*Au(t,z) =0,t>0, € QCR"

avec lec conditions initiales : u(0,z) = f(z) et 24(0,z) = g(z), € Q& C R", et les
conditions aux bords :

u(t,z) =0, t>0, x €9 (Condition de Dirichlet)

Qu(t,x)=0, t>0, €090 (Condition de Newmann)
% désigne la dérivée directionnelle de u dans la direction du champ de vecteur normal
unitaire exterieur 77 le long du bord 9.

4. Equation de Laplace

Il s’agit de I’'E.D.P linéaire du second ordre de la forme :
Au(z) =0

5. Equation de Poisson

Il s’agit de I’'E.D.P linéaire du second ordre de la forme :

~Au() = f(2)
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CHAPITRE TROIS

ETUDE DES E.D.P DU PREMIER
ORDRE

Soit 2 ouvert de R™ et f une fonction numérique définie sur €. Il est question pour nous

dans ce chapitre d’étudier les E.D.P de la forme :
F(z,u(x),Vu(z)) =0, z € Q. (3.1)
Cette équation est souvent soumise a la condition
u(z) = g(x), x € 00. (3.2)

appelée condition au bord.

Nous recherchons une fonction u € C*(£2) solution de (3.1) — (3.2).

3.1 Meéthode des caractéristiques

Nous allons ici décrire une méthode de résolution des E.D.P linéaires d’ordre 1 appelée

méthode des caractéristiques. Nous rappelons que la forme générale des E.D.P d’ordre 1 est :

n
ou
Zai<x17"' 7xn) —|—b<l’1, 7xn)u:f(x17." 7xn>7 (33)
i=1 Oz;
ol ay,--- ,a, et f sont des fonctions définies sur un ouvert 2 de R™ et u la fonction inconnue.

Définition 3.1. On appelle courbe paramétrée de R", toute application

v :R — R"

s (xl(s),---,xn(s))

On note 7/'(s) = (dméis), cee dwgs(s)> la tangente a la courbe dont-on suppose qu’elle est partout

non nulle.
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3.1 Méthode des caractéristiques 28

Exemple 3.1.

ylzR—>R2 ) /YQZR—>R3
e

s +— (2—3s,—-3+5) s > (e, 1+s, e*)
sont des courbes paramétrées de R? et R? respectivement.

Définition 3.2. On dit que la courbe paramrtrée v est une courbe caractéristique de I’E.D.P
(3.3) si y'(s) est partout paralléle au champ de vecteurs A(x) = (a1(x),--- ,a,(z)) que nous
supposons non nul. C’est-a-dire 3N : R — R, A(s) # 0 tel que v'(s) = A(s)A(z(s)).

Dans la pratique, on choisit de prendre X = 1. Ainsi les courbes caractéristiques sont des

courbes paramétrées y(s) vérifiant v'(s) = A(z(s)) i.e

dxq dx,,

—-(8) = ai(x(s)), -+, —=(5) = an(2(s)) (3.4)
Remarque 3.1. Si nous fizons z1(0) = x}, -+ ,2,(0) = xF, alors il y a une seule solution a
ce systeme d’équations différentielles ordinaires, a cause de l'hypothése que A(x) # (0,---,0),

pour tout point x € §). Noter qu’il est en général difficile de résoudre explicitement un tel

systéme.

Considérons une courbe paramétrée y(s) vérifiant 7'(s) = A(z(s)) et posons z(s) = u(z(s)).

D’apreés la régle de dérivation en chaine, la solution u vérifie le long de cette courbe I'E.D.O :

#(s) = =b(x(s))z(s) + f(z(s)) .

Remarque 3.2. - Sib=f =0, alors Z'(s) = 0. Dans ce cas, la solution u est constante
le long de chaque courbe caractéristique.

- Dans le cas générale o b # 0 ou f # 0, on a 2'(s) = —b(z(s))z(s) + f(z(s)), qui est

une E.D.O linéaire d’ordre 1 que [’on peut résoudre par la méthode de la variation de la

constante.

En conclusion, si la valeur de u est connue en un point z(sg) de la courbe caractéristique,
alors on peut calculer sa valeur partout. Résoudre ce genre de probléme consiste donc princi-

palement a déterminer les courbes caractéristiques.

Exemple 3.2. Déterminer et représenter quelques courbes intégrales de I’EDP

puis déterminer la solution vérifiant u(1,y) = ¢(y), ¢ : R — R de classe C*.
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3.2 Utilisation d’un changement de variables 29

Cadre générale

De maniére générale, considérons z : s — z(s) une courbe paramétrée de classe C'! sur

I C R. Posons :
ou

s) =
Gxi

(x(s)), p(s) = Vu(z(s)),

alor 'EDP (3.3) devient
F(z,u,p) =0 avec F(z,u,p)= Zaipi — f(z,u)
i=1

Siwest C? sur I , alors p et 2z sont C! sur I et de plus les fonctions z, p et z vérifient le systéme

différentiel appelé systéme différentiel caractéristique

#(s) = 8 (a(s), 2(s),p(s)), Vi = L=+ ,m
(S0) + 4 Pis) = 25 (a(s), 2(s). p(s)) — 2 - py(s)
#(5) = 3 GEa(5),2(5).p(s)) - 11 (s)

La résolution de (S.) nous donne une courbe z, la fonction z (i.e la fonction u sur cette courbe)
et la fonction p (gradient de u sur cete courbe).

Ensuite, étant donné la courbe caractéristique initiale ¥, on choisit le paramétre s pour chaque
caractéristique de maniére que pour s = 0, on obtient les points de la caractéristique . Ce qui

permet de déterminer la solution wu.

Théoréme 3.1. La solution de I’E.D.P homogéne ai% = 0 sans condition aux bords est de
i=1 ’

la forme
U(%’l, e ,il?n) = H(90<x1a e 7xn)) )
ou H est une fonction numérique quelconque dérivable d’une variable réelle et l’équation de

cartésienne des courbes caractéristiques étant p(x1,--- ,x,) = cle.

3.2 Utilisation d’un changement de variables

3.2.1 Changement de variables affines

Exemple 3.3. En utilisant le changement de variable 0 = ax + by, € = bx — ay, résoudre

UE.D.P
ou ou
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3.2 Utilisation d’un changement de variables 30

Exemple 3.4. Déterminer une solution de I’E.D.P

(52) +(5) -

sous la forme u(x,y,z) = o(x) + P (y) .

3.2.2 Changement en coordonnées polaires

Exemple 3.5. En utilisant les coordonnées polaires, déterminer la solution générale de I’E.D.P
ou ou

x—+ya—y

=0.
o7 + a2y

3.2.3 TD sur les E.D.P d’ordre 1

Exercice 3.1. Résoudre par la méthode des caractéristiques les E.D.0

it y) +afi(t o y) + b5(ta,y) =0 Yo = x g x gy =
u(t,0,y) = @(t,y) u(Bz,x) = e, x>0 u(z,1) = g(x)

Exercice 3.2. 1. On considére UEDP (E) : 252 + yg—‘; = a\/2% + ¢2.
a) Montrer que application :
e: R x[0,2r] — R?2—{(0,0)}
(r,0) — (rcos@,rsinf)
est une biyjection et calculer la matrice jacobienne de .
b) On pose u = w o . Calculer ? et % en fonction de celle de w et en déduire ’EDP

vérifiée par u.

c¢) Résoudre ’EDP vérifiée par u et en déduire les solution de (E).

2 2
2. Déterminer les solutions de I’EDP <%) + (g—;‘) = \/T +b, a,b € R. (Indication :
@24y

passer en coordonnées polaires)

Exercice 3.3. 1. Détermiber la fonction u(x,t) vérifiant
Pu  ,0%u du
— — "= =0, avecu(x,0) = f(z) et —(x,0) = g(x
. (2,0) = f(@) et 5 (2,0) = g()
¢ est un nombre réel positif donné, f et g des fonctions données.
i ou _ du _
Indication : vérifier que l’équation % —c? g;; =0 s’écrit encore ot O
9o 4 cdv =

2. Expliciter la solution dans chacun des cas suivants :

sineg st —n7<z<T
a) flx)= _ et g(x) = 0 pour tout x.
0 st non

b) f(x) = 2% et g(x) = cos®z.
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CHAPITRE QUATRE

ETUDE DES E.D.P LINEAIRES DU
SECOND ORDRE

On rappelle que les E.D.P linéaires du second ordre en dimension n, sont les E.D.P de la

forme :

> Ay(x) 8x8xj ZBk a—xk‘f‘c() = F(x),

i,j=1

avec A;;, By, C' et F sont des fonctions deﬁnles sur {2 C R™. Nous supposerons que les solutions
recherchées u sont toutes de classe C? sur €. Par conséquent

Pu  JPu
8$ial'j N &Ej@:z:,-’

Un bon nombre des équations modélisant les problémes physique sont des E.D.P linéaires

Vi, 7, 1 <i,5 <n.
homogénes d’ordre 2. Dans la suite nous allons nous restreindre aux E.D.P en dimension 2.

4.1 E.D.P hyperboliques, paraboliques, élliptiques : casn =
2

Considérons 'E.D.P linéaires d’ordre 2 en dimension 2 :

02u 82u 9%u

0
+ B(x,y) =

ou

A
(z,y) e

+ F(z,y)u = R(z,y),
(4.1)
ou A, B, C, D, E, F et R sont des fonctions définies sur un ouvert Q de R? et u la fonction
unconnue.
La quantité
0%u 0%u 0*u

A(x7y)w + B(I’w@y@x + C(£73/)W7

est appelée partie principale de I’E.D.P (4.1). A cette partie principale, on associe la forme

quadratique

Q: (X,Y)— A(a,b)X?* + B(a,b) XY + C(a,b)Y?

31



4.1 E.D.P hyperboliques, paraboliques, élliptiques : cas n = 2 32

au point (a, b) € Q.

Définition 4.1. Soit (xo,yo) € U. L’EDP (4.1) est dite :

1. Hyperbolique au point (xq,yo) si la forme quadratique Q en (zo,yo) a pour signature (1,1),
c’est-a-dire qu’en ce point cette forme quadratique se décompose en un carré positif et un

carré négatif.

2. Elliptique au point (xg,yo) si la forme quadratique QQ en (xo,%yo) est définie positive ou
négative, c’est-a-dire qu’en ce point cette forme quadratique se décompose en deux carrés

positifs ou deux carrés négatifs.

3. Parabolique au point (xo,%o) si la forme quadratique Q en (zo,yo) est non dégénérée.

Définition 4.2.

L’EDP (4.1) est dite hyperbolique (resp elliptique, resp parabolique) sur l'ouvert ), lorsqu’elle
est hyperbolique (resp elliptique, resp parabolique) en tout point de €.
Théoréme 4.1. Posons A(z,y) = B*(z,y) — 4A(x,y)C(x,y). L’E.D.P (4.1) est :

1. Hyperbolique au point (xo,yo) si et seulement si A(xg,yo) > 0.

2. Elliptique au point (xq,yo) si et seulement si A(xg,yo) < 0.

3. Parabolique au point (xo, o) si et seulement si A(zg,yo) = 0.

Exemple 4.1.

9%u 1 0%u __
(0y)*  c*(0x)?

1. L’équation des ondes en dimension 1+ 1 : 0 est une EDP hyperbolique.

2. L’équation de Laplace en dimension 1 +1 : % + % =0 est une EDP elliptique

3. L’équation de la chaleur en dimension 1+ 1 : % = k2 (gjj)g est une EDP parabolique

Exercice 4.1. On considere UEDP

0%u 0%u ’u  Ou
+x

(0x)? + 2y0y8x (Oy)? * ox -

(E):x

Déterminer et représenter dans le plan, l’ensemble des points M (z,y) pour lesquels ’EDP (E)

est parabolique, elliptique ou hyperbolique.
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4.2 Réduction d’une E.D.P d’ordre 2 en dimension 2 a sa forme canonique 33

4.2 Réduction d’une E.D.P d’ordre 2 en dimension 2 a sa
forme canonique

Définition 4.3. Une courbe caractéristique de I’E.D.P (4.1) est une courbe dans du plan sa-

tisfaisant ’équation différentielle

A(%>2—B(Z—i>+0:0. (4.2)

Remarque 4.1. 1. Si’E.D.P (4.1) est hyperbolique dans le domaine 2, alors en tout point

de Q passe deux courbes caractéristiques réels.

2. Si UE.D.P (4.1) est elliptique dans le domaine 2, alors en tout point de € passe deux

courbes caractéristiques complezes.

3. Sil’E.D.P (4.1) est paraboliques dans le domaine €2, alors les courbes caractéristiques sont

confondues.

Définition 4.4. 1. Si 'E.D.P (4.1) est hyperbolique dans le domaine 2, alors sa forme

O =F|x u%%
0xdy Y "ox oy )

canonique est

2. Si VE.D.P (4.1) est parabolique dans le domaine 2, alors sa forme canonique est

@—Fx u@% ou@—Fx u@@
8&:2 - 7y> 781’, ay 8y2 - 7y7 ’8377 ay .

3. Si UE.D.P (4.1) est elliptique dans le domaine 2, alors sa forme canonique est

ox2  oy? ks "0x Oy )

Proposition 4.1. (Principe de réduction de I’E.D.P (4.1) a sa forme canonique)

1. Ecrire l’équation caractéristique de (4.1) et calculer son discriminant A = B? — 4AC.

Trois cas s itmposent :

2. 1) SiA >0, alors léquation (4.2) admet deuz intégrales qui sont des familles de courbes

caractéristiques réeles
o(r,y) = Cy et Y(z,y) = Cy, C1,C2 €R.

On pose alors € = p(x,y) et n=1(x,y) et on réduit (4.1) a sa forme canonique.
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4.3 Méthode de séparation des variables 34

ii) Si A <0, alors l'équation (4.2) admet deuz intégrales qui sont des familles de courbes

caractéristiques complexes
p(r,y) +i(x,y) = C1 et p(z,y) —i(z,y) = Cy, C1,Cr € R.

avec @ et 1) des fonctions réelles.

On pose alors € = p(x,y) et n =Y(x,y) et on réduit (4.1) a sa forme canonique.
iii) Si A =0, alors l’équation (4.2) admet une intégrale réelle
p(z,y)=C, CeR.
0¢ On 0¢ On

On pose alors & = (x,y) et n = P(x,y) ou Y vérifie Tmoe — apoe # 0. Puis on

réduit (4.1) a sa forme canonique.

Exemple 4.2. Donner la forme canonique de l’équation des ondes et de la chaleur en dimension

1+1.

4.3 Meéthode de séparation des variables

Il est question ici de déterminer les solutions de 'E.D.P 4.1 sous la forme u(z,y) = o(z)9(y)

et d’en déduire une solution sous forme d’une série.

4.3.1 Cas de I’équation de la chaleur en dimension 1+ 1

On considére ’équation de la chaleur en dimension 1+1

ou 0%
0 = = 4.
T C 52 0 ,u=u(t,x) (4.3)

. u(t,0) = u(t,l) =0, ¥Vt >0 (conditions au bord)
avec les conditions
uw(0,z) = f(z), Ve €[0,1]  (conditions initiales)

Déterminer la solution sous la forme d’une série de cette E.D.P par le principe de séparation

des variables.

4.3.2 Cas de ’équation des ondes en dimension 1 + 1

On considére I’équation des ondes en dimension 1+1

— —C"— =0 ,u=u(t,x) (4.4)
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u(t,0) =u(t,l) =0, ¥t >0 (conditions au bord)

u(0,2) = f(x)et %(O,m) =g(x), Vo € [0; ] (conditions initiales)
Déterminer la solution sous la forme d’une série de cette E.D.P par le principe de séparation

avec les conditions

des variables.

4.4 TD sur les E.D.P d’ordre 2

Exercice 4.2. 1. Soit ’EDP de Laplace Au = 0 sur R2.
Montrer que les fonctions complezes (z,y) — (z + iy)" et (x,y) — (x —iy)", n € N
sont des solutions de I’équation de Laplace. En déduire deux familles de solutions réelles

de l’équation de Laplace.
2. Une fonction f : R?> — R de classe C? est dite harmonique si son laplacien est nul, ie si

0? 02
ox? 0y
et est radiale s’il existe ¢ : R — R de classe ¢! telle que f(z,y) = o(x? + y?).

a) On suppose que | est harmonique et radiale. Montrer que ¢ est solution d’une E.D.P

linéaire du second ordre que [’on précisera.

b) En déduire toutes les fonctions harmoniques radiales.

Exercice 4.3. 1. Déterminer pour quels couples (x;y) du plan, chacune des EDP linéaires

d’ordre 2 suivantes est (a) elliptique, (b) parabolique et (c) hyperbolique.

7') gi«? 'ryaxay +y28 5 = Bau - 0
o ZU/ u u u
ii) 5%+ oyt +ySE + (0 —3) % = u;

xau 9%u 9%u ou _ _x .
iii) €55 + T, — 5,2 T OUgs =€

. 20%u Pu _ .
) x W—I—Q(w—y)aquLay =0;

v) g; 5518“1! (x +y)6 Y +4%% =sing.
2. Réduire a sa forme canonique les E.D.Ps suivantes :

20%u 282 _
i) 2255 +y o =0.

6u _ 9 0% Pu _
" 28:):63,/ 23y2 =0.

) 3328 Y4+ 2$yazay + y2gy§f = 0.

18u 1 0%
) 555 + oy = =0.
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3. Soit VEDP linéaire d’ordre 2 suivante

2 2 2
8u+48u +28u 8u_

Ox? Oxdy oy? + or 0

a) Déterminer si l’équation est elliptique, parabolique ou elliptique.
b) Déterminer les équations caractéristiques de cette équation.

c) Transformer cette équation dans sa forme canonique.

Exercice 4.4. 1. Résoudre ’équation de la chaleur :

ou(z,t) 0%z, t)

o 0x?

dans le cas d’une barre infinie et isolée latéralement avec la condition initiale
u(z,0) = f(z), v €R
en utilisant la transformation de Fourier par rapport a x.

Application : f(x) = 1 exp (_%)

av/ 2w

2. On veut résoudre ’équation d’Helmholtz

P o _
0x? 8y2_u

oux € R ety e0,1] avec les conditions

0
8—u(x,0) =0,VxreR et u(z,1) = 6_‘””2, a>0
Yy

a) Utilisant la transformée de Fourier U de u par rapport a x, écrire l'équation diffé-

rentielle a laquelle doit obéir U.
b) Résoudre cette équation différentielle, compte tenu des conditions aux limites.
¢) En déduire la solution u(x;y) de l’équation d’Helmholtz.
Exercice 4.5. On veut résoudre, par la méthode de Fourier, [’équation des ondes dans un tube

de longueur L suivante :

(

Ou(x,t) — ALY (x,t) + fu(z,t) =0, 0<a <L, t>0

u(z,0) = ug(x) 0<z<L

) (4.5)
Si(x,0) =0 O<z<lL

uw(0,t) =u(L,t) =0 t>0

\

ou ¢ et [ sont des constantes positives et f une fonction donnée sur [0, L].
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1. De quel type d’E.D.P s’agit-il ¢
2. On commence par chercher les solutions particuliéres non identiquement nulles de [’équa-
tion
0?u 0%u

W(% t) — 02@(36,75) + Pu(z,t) =0 (4.6)

sous la forme w(x,t) = p(z)(t).

a) Démontrer que l'on peut trouver ¢ comme solution de ’équation
¢'(z) = Ap(z), AER
et Y comme solution d’une équation différentielle d’ordre 2 que l’on précisera.

b) En déduire les expressions de ¢ et de 1.

3. En utilisant les conditions aux limites

w(0,t) =w(L,t) =0,t>0 et %—?(m,O) = 0. (4.7)

montrer Uezistence d’une famille de solution (wg)k>1 de (4.6)-(4.7).
4. Soit f la fonction défiinie, pour, x € [0,1], par f(z) = x — 2% Tracer la courbe de f et

trouver une suite (b,)n>1 telle que
+00

flz) = Z b, sin(nmx), pour 0 <z < 1.
n=1

5. En utilisant tout ce qui précéde, déterminer la solution u de (4.5), avec L=c= =1 et

uo(z) = f(x) sous la forme d’une série.

Exercice 4.6. On se propose de trouver les solutions de I’E.D.P

dy _ Py _ _
ot ox2 4y

y(t,0) =0, y(t,7) =0, y(0,z) = 2sinz + 3sin 2z
On pose
+oo
Y(s,x) = / y(t,x)e dt = Li(u)(s, ),
0
la transformée de Laplace de u par rapport a la la variable t.

1. Montrer que
d’y
dz?

2. On note Yy(s,x) les solutions de l’équation homogéne associée & (4.8). Déterminer la

(s,2) — (s +4)Y(s,x) = 2sinx + 3sin 2z . (4.8)

forme générale des Yy(s, ).
3. Trouver les solutions particuliéres de (4.8) sous la forme Y,(s,x) = Asinx + Bsin2z.

4. Déduire les solutions du probléeme.
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